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1 Introducao

Escoamentos compressiveis de alta velocidade apresentam gradientes elevados de proprieda-
des que surgem na forma de ondas de choque e superficies de contato. Ao mesmo tempo, esses
escoamentos sao usualmente turbulentos e, portanto, ocorre a interacao entre as estruturas
turbulentas e as ondas de choque. Esse tipo de interagao é comum em problemas de camadas-
limite supersonicas que se desenvolvem sobre asas de aeronaves ou em bocais de foguetes onde
ocorre a formacao de ondas de choque internas.

Figura 1: Bocal com iteracées choque-turbuléncia visiveis.

Assim, simulagoes numeéricas de escoamentos compressiveis devem representar com acuracia
ambos os mecanismos fisicos descritos acima. Nesse trabalho, métodos numéricos de alta reso-
lugao serao aplicados na solucao de problemas de escoamentos compressiveis envolvendo tanto
gradientes elevados de propriedades, representados na forma de ondas de choque e superficies
de contato, quanto estruturas suaves com diversas escalas espaciais e de frequéncia, comuns em
escoamentos turbulentos.

Equacoes diferenciais parciais nao-lineares serao resolvidas com condi¢oes iniciais represen-
tativas de problemas de interagao choque-turbuléncia. Em particular, o conjunto de equagoes
de Euler sera resolvido para representar os efeitos de conservacdao de massa, quantidade de
movimento e energia em escoamentos compressives. Métodos de diferencas finitas compactos
de alta ordem [1, 2| serao aplicados para se resolver essas equagdes juntamente com filtros
compactos para altos nameros de onda e uma viscosidade artificial [1, 7]. Além disso, métodos
essencialmente nao-oscilatorios [3, 4], assim como métodos classicos para captura de choque
também serao implementados. As solucoes obtidas por todos os métodos serao comparadas
com solucoes disponiveis na literatura.

Deve-se mencionar que esta proposta de pesquisa estda vinculada a um projeto Jovem
Pesquisador-FAPESP coordenado pelo professor responsavel. Além disso, essa proposta esté
diretamente alinhada com as necessidades da industria nacional como, por exemplo, a Embraer,
que seria um dos clientes principais da ciéncia e tecnologia desenvolvidas durante este trabalho.
Finalmente, deve-se mencionar que o professor orientador resposavel por este projeto de pes-
quisa tem ampla experiéncia no desenvolvimento e aplicacao de métodos de alta-ordem como
os propostos neste trabalho [4, 5.

2 Metodologia

Um c6digo escrito na linguagem Matlab foi feito para resolver as equagoes de Euler, as quais
representam a conservacao de massa, quantidade de movimento e energia. Para resolvé-las, as



mesmas foram agrupadas na seguinte forma

4 ) ( )
p pu
U  OF(U)
E‘f‘ or =0,com U = pu GF(U): pu2—|—P (1)
E (E+ P)u
\ \ )

onde p é a densidade, u é a velocidade, E é a energia interna total por unidade de volume e P é
a pressao absoluta. U é chamado de vetor de variaveis conservadas, enquanto que F' representa
o fluxo dessas variaveis. Além disso, é importante salientar que essa equacao também pode ser
escrita na seguinte forma, ja que F'(U) é uma fun¢do homogénea de grau 1 com respeito a U

ou oU
— +A—=0
ot * ox
onde A é um jacobiano g—g obtido a partir da expressao
A=S"'CTAC,S (2)
onde
1 0 0 1 55 55 u 0 0
S7=1u p 0 Cot =10 2%0 —2%6 A=10 ute 0 )
au pu 1/8 0 3 : 0 0 wu-—c
1 0 —c% 1 0 0
w2
Ca=10 pc 1 |S=|=2 0o o|,coma=—-ef=y-1
) 2
0 —pc 1 af —uf p

OBS: Na expressao acima, A equivale & matriz diagonal de autovalores do jacobiano, sendo
¢ a velocidade do som.

Para se alcancar o mesmo nimero de equacgoes e incognitas, também foi usada a equagao
de gés ideal na forma

P =(y=1)(E - ;pu”) (3)

onde vy = 2 e foi tomado como 1.4 (ar).

2.1 Condicoes iniciais
2.1.1 Tubo de choque de Sod

Um problema classico para se observar o comportamento de métodos numeéricos para des-
continuidades é o do Tubo de Choque de Sod (Sod’s Shock Tube Problem). A configuracdo
do problema consiste em dois fluidos iguais, ambos em repouso, em estados termodindmicos
diferentes e separados por um diafragma localizado numa posicao xo (Figura 2). E considerado
que as bordas do tubo estao suficientemente afastadas a ponto de nao influenciar nos fenémenos
que acontecem no centro do mesmo.
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Figura 2: Ilustragio do Tubo de Chogue antes do rompimento do diafragma.

No instante ¢ = 0, esse diafragma ¢ rompido e com o passar do tempo se formam uma onda
de choque, uma superficie de contato e uma onda de expansao (Figura 3), as quais possuem
solucao analitica.

P P
Pleft Pleft
Zona de expansao
Superficie de contato
Pmiddle J Priddie
Ppost
Pright Pright
Onda de choque
. .

1 1
Lo

Figura 8: Comportamento das varidveis p e P para um t > 0 admitindo que pieft > pright € Peft >
Pm‘ght'

Nos testes feitos para essa condicao incial, € [—5, 5] com 101 pontos, z, = 0, pyign = 0.125,
Pright = 0.1, Pepr = Prigne * Ratio e prigny = Prigne. Foram testados trés valores de Ratio: 5, 10
e 20. Além disso, esse fenémeno possui solucao analitica, a qual pode ser encontrada em [11].
Foram feitas simulacoes até o instante de tempo ¢t = 2.

2.1.2 Problema de Shu-Osher

Uma configuracao que permite observar o comportamento de métodos numéricos numa si-
tuagao onde hé interagao entre descontinuidades e oscilagoes suaves é o problema de Shu-Osher.
A condicao inicial do problema se caracteriza por uma onda de choque com densidade pjcy:,
velocidade w.f; e pressao Py entrando em contato num ponto z, com um campo oscilatorio
de densidade, em repouso e com pressao Pgn: constante.
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Figura 4: Condigoes iniciais da densidade, pressao e velocidade no problema de Shu-Osher.

O caso implementado nesse trabalho possui 2 € [0,1], , = %, prese = 3.857143, f(x) =
1+ 0.2sin(167z), Pepe = 10.3333, Prigne = 1 € wepy = 2.629369. Devido a complexidade do
fenomeno, nao existe uma solucao analitica para tal. As simulagoes foram feitas com 3 malhas
de tamanhos diferentes: 200 pontos, 400 pontos e 1000 pontos. As simulacoes foram feitas até
o instante de tempo t = 0.178.

2.2 Condicoes de contorno

Como pode ser visto a partir da fisica dos problemas estudados, as solucoes obtidas nao
terao influéncia das bordas do dominio computacional. Por esse motivo, condicoes de contorno
constantes foram adotadas para todos os métodos implementados.

2.3 Meétodos Numeéricos

Nessa secao, serao apresentados todos os métodos numéricos utilizados nesse trabalho, os
quais foram:

e Derivada espacial



— Separacao dos vetores de diferenca de fluxos de Roe (Roe Fluz Difference Vector
Splitting Method).

— Reconstrucdo WENO ( Weighted FEssentially Non-Oscillatory) de 5° ordem com se-
paracao de fluxos a partir dos autovalores dos jacobianos.

— Separacao dos vetores de diferenca de fluxos de Roe mesclado com uma interpolagao
WENO de 5° ordem.

— Método compacto de 10° ordem com viscosidade artificial localizada.
e Derivada temporal

— Runge Kutta TVD (Total Variational Diminishing) de 3° ordem.

2.3.1 Meétodo de Roe

Por uma questao de organizacao e praticidade, chamara-se o método de separacao dos ve-
tores de diferenca de fluxos de Roe de método de Roe. Esse método é bastante utilizado para
simulacgoes numeéricas que envolvem choques e por essa razao ele serd implementado para forne-
cer uma base de comparacao para os outros métodos. Para utilizar esse esquema, é necessério
que as equacgoes estejam na forma conservativa abaixo

ou F,..1—F,

i+t i—1

- _I_ 2 @@ 2 _ 0 4

ot Ax (4)

Dessa forma, o objetivo desse método é calcular os valores do fluxo F' nas interfaces 7 + %
Isso ¢ obtido a partir da expressao

Fi+Fyoo 15
Fpp=—7( - §|Ai+%‘<Ui+l - Uj)
onde [A; 1] = A:Zr% - ;r%

o que pode ser interpretado como um método centrado com um termo de dissipacao.
Para calcular 4,1, utiliza-se (2) numa forma modificada

A+ —1 A+
4 +3 S C ﬁ%A”%S”%CaH%
sao calculados a partir de
ﬁi+5 = VPiPi+1
Pt \/Pir it

u‘l_
e m+\/m
E; + Ea+ P
R e S AR
h _ Pi Pi+1

i+ L
i VPi t/Pit1
. 5 L.
ooy =)0~ Dy~ Sty

E importante notar que A™ corresponde & matriz de autovalores valores positivos e A~ a
matriz de autovalores negativos.



No entanto, o método de Roe cria pequenos "choques” puramente numéricos em regioes
de Mach 1, como em zonas de expansao. Por isso é necessario uma correcao nos autovalores
quando estes tendem a zero (regides de Mach 1). Dessa forma, foi adotada uma féormula para
corre¢ao de entropia modificada a partir daquela proposta em [8].

€ = 20 maz]0, (A — AF), (AE — X)]
2 A2 + €2 2
/\new - A

5e |\ <€

onde ) sdo os autovalores calculados a partir das médias de Roe, A* sao os autovalores calculados
no ponto i e A\¥ sao os autovalores calculados no ponto i + 1.

2.3.2 Reconstrugao WENO

2.3.2.1 Caso escalar

Para realizar a reconstrugdo WENO, é necessario que as equagoes estejam numa forma
conservativa semelhante a (4). Supondo um caso escalar

ou N fivy = ficy 0
ot Az
onde f;, 1 corresponde a um fluxo numérico consistente com o fluxo fisico f e & Lipshitz continuo.
2

Para obter uma forma de calcular f , parte-se da funcao implicita h(§)

1 z-l—%
5l o h(€)dé = f(u) i
o que leva a
) 0
E[h(xi-i-%) =z, 1)) = J;ZL) r=;

. o o , L, . N . o k
Dessa maneira, h; 1 = f;; 1. Logo, ¢ necessario obter um polinomio p(z) = h(z) + O(Azx").
Para efetuar esse calculo com a ordem de precisao desejada, consideram-se k pontos, distribuidos

em r = k—;l pontos por stencil S. Nesse trabalho £ = 5 e a malha utilizada é uniforme, logo
r =3 e o célculo de p(xH%) e p(xi_%) deve ser feito utilizando os stencils da figura abaixo.

Tj—2 Ti—1 T Ti41 Ti4-2

S3

Figura 5: Stencils usados para uma reconstrugdo WENO de 5° ordem de precisdo.

Para realizar-se as interpolacoes pl(xﬂr%) e pl(xi_%), pode-se recorrer a tabela de coeficientes
cedida em [9], pois nesse trabalho as malhas sdo uniformes. Para k =5

7



1 7 11 1 5 1
pl(m”%) - §fi—2 - afi—l + Efi Pl(%-%) = _gfi—z + éfi—l + gfi
1 5 1 1 5 1
P2<5’7¢+%) = —éfz'—1 + gfz + gfiﬂ P2(517¢7%) = _gfifl + éfl — 6fi+1
1 5 1 11 7 1
ps(%%) = gfi + éfH—l - 6fi+2 p3($i_%) = Efi - 8f¢+1 + §f¢+2

Como existem trés stencils, serdo obtidos trés polindémios p;(z), p2(x) e ps(x), os quais for-

necem p(xH%) e p(xi_%) a partir de

onde w; e w; sao coeficientes que fornecem uma média ponderada das interpolagoes realizadas.
Para k = 5, caso a func¢ao seja continua em todos os stencils, os coeficientes da equacao acima
devem valer wy = &, wy = 2, wy = & e wj = w,_y41 para que p(z) = h(z) + O(Az®). Caso
existam descontinuidades num stencil [, w; e w; deverao tender a zero, o que diminui a ordem
de precisao do método mas evita oscilacoes numéricas. Assim, w; e w; sao calculados a partir

de

w = ——/m—— w* _

: 22:1 Qs : 22:1 Qg
d, . dy

o= ——— Qf = ————

(e + B1)? e+ B)?

" Tird o o7 2
i e ()

onde d; e dj sao os coeficientes que fornecem a precisao desejada quando a fungao é continua
em todos os stencils (para k =5, d; = 1—10, dy = g, ds = 13—0 e df = d,_;41), € ¢ um niamero muito
pequeno, cujo intuito é evitar que exista uma divisdo por zero (nesse trabalho € = le — 8) e 3
¢ um indicador de oscilacao, o qual nao passa da soma dos quadrados das normas L? em escala
de todas as derivadas da interpolagao polinomial p;(x) no intervalo (xi+%7$i+%). Caso exista
uma descontinuidade num stencil [, §; devera ser um ntimero muito grande, o que fara com que

w; tenda a zero. Em [9], esses indicadores foram fornecidos explicitamente

pr = %(fz2 —2fi1 + fz)2 + %L(f12 —4fi-1+3fi)
Bo = o (fi = 26t fonn) + (i — fin)

= 13(fz’ —2fit1 + fir2)® + l(fz —4fiv1 +3fit2)

s =3 1

E importante notar que, utilizando a configuragio dos stencils acima, P(xiy1) = h(mi+%)L,
visto que o centro da molécula de célculo estd a esquerda da face i+ 3. Analogamente, p(xi_%) =

h(xi_%)R, pois o centro da molécula de calculo esta a direita da face i — % Dessa forma, por
uma questao de estabilidade deve-se efetuar uma separacao de fluxos



f=r+f

onde f* & o fluxo que "sopra da esquerda para direita” e f~ na direcao oposta. Assim, a
reconstrucao WENO ¢é feita nos fluxos f™ e f~, de modo que f* serd usado para calcular
h(z; 1)" e f~ para h(z; 1)". Ao final dos calculos, tem-se h(z;,1) = h(z; 1)" + h(z;;1)" =

f(z;,1). Mais detalhes sobre a separagao de fluxos serao apresentados na secdo a seguir.
2

2.3.2.2 Desacoplamento das Equacoes de Euler

Na secao anterior foi apresentada a metodologia para realizar a reconstrucaio WENO pra
um caso escalar. Para poder realizar esse procedimento nas equacgoes de Euler, estas devem
ser desacopladas, tomando a forma (6). Ao final do procedimento, existirdo trés equagoes
independentes umas das outras e entao a reconstrucao WENO podera ser feita em cada uma
delas usando a metodologia apresentada anteriormente.

8G+8W_8G+ oG
ot ox Ot or
Para desacoplar as equagoes de Euler utilizando uma légica de diferencas finitas, seguem-se
0S Passos

0 (6)

U’L+Ui+1>

1. Calculam-se os autovetores da esquerda R; ' e da direita R; do jacobiano AH% = A(=

2. Calcula-se o vetor de variaveis caracteristicas G; = R, Ly,

3. Calculam-se os vetores de fluxos caracteristicos W, e W, a partir do procedimento
abaixo, feito para cada autovalor.

(a) Se o autovalor A > 0, entdo w™ =Agew™ =0

(b) Caso contrario, w~ = Ag e wt =0

Dessa maneira, utiliza-se a reconstrucao WENO em cada componente dos fluxos W+ e W,

obtendo os fluxos numéricos VV:r e Wiy Os fluxos numéricos no campo real sao obtidos a
2 2

partir da transformacao F"', = RW™', e =, = R;W ., finalizando o esquema.
l+§ ’L-‘ri Z+§ Z+§

2.3.3 Meétodo de Roe com Interpolacoes WENO

Uma abordagem proposta pelos autores desse trabalho foi a criacao de um método hibrido, o
qual consiste num método de Roe que utiliza valores interpolados a partir do algoritmo WENO.
Logo, serd necessario utilizar a forma conservativa (4). Antes de prosseguir, é importante
salientar que existe uma diferenga entre o polinomio obtido para uma reconstrucao WENO e
para uma interpolagio WENO. O primeiro satisfaz (5) enquanto que o segundo consiste em
interpolar as variaveis conservadas u nas interfaces ¢ + %, obtendo Uﬁ L€ Uﬁr 1 de modo que

FR 1 + FL 1 1
Foo=—2_"2 4 ,|(UE, ~U
iy = T AU, - UL
onde todos os termos com os sobrescritos © e f sdo obtidos a partir do vetor de varidveis
conservadas interpolado. Assim, as médias de Roe usadas em [A;, 1] se tornam
2

R



Piry =\ PiyiPiy1
L L R ,R
X PipiWips T3 /Pt
U: 1 =
3 L R
pz‘+% ™ \/pz'+§
EL |+ PL EE 4+ PE,
I, l+§ Z+§ R l+§ “1’5
Pi1 L t /Py R
N 2 pi-l-l 2 pi_;'_l
2 2

2.3.3.1 Interpolacao WENO

J& que as malhas computacionais utilizadas nesse trabalho sao uniformes, pode-se efetuar
a interpolacao a partir de coeficientes constantes. Dessa forma, o procedimento se assemelha
aquele usado para obter os polinémios usados na reconstrucao WENO, rejeitando stencils onde
a funcao a ser interpolada ¢ descontinua, com as seguintes diferencas

e Os valores de d, e d sao diferentes para satisfazer a ordem de precisao desejada.

e As expressoes para os indicadores de oscilacao (3, também sao diferentes para satisfazer
a ordem de precisao desejada.

e Na reconstrucao WENO, o input do algoritmo da interpolacao polinomial eram fluxos f+
ou f~, enquanto que no método apresentado aqui, ele serd uma variavel conservada u.

Para o caso k = 5, essas expressoes foram fornecidos explicitamente em [10]. Assim, usando

a mesma notacao daquela da secao 2.3.2, d; = %, dy = g, dz = % ed =d,_;+1 com

1
By = g(4u§_2 — 19u; oy + 25ur | + 1wy ou; — 31u;_qu; + 10u?)
1
Bg = 5(4@61271 - 13ui_1ui + 13713 + 5ui_1ui+1 - 13uiui+1 + 4U?+1
1
53 = g(l()u? — 31uiui+1 -+ 11“?—1—1 + 25’LLZ'UH_2 — 19ui+1ui+2 + 41[;12_’_2)

OBS: Todos os coeficientes nao mostrados aqui sao calculados usando o mesmo procedimento
da secao 2.3.2.
2.3.4 Meétodo Compacto com Viscosidade Artificial Localizada
2.3.4.1 Meétodo Compacto

Abaixo esta descrita a formulagdo para um método Compacto geral. Note que devido a
molécula de célculo ser centrada, o método ndo possuird dissipacdo numérica [2].

fits — fizs fire — fia fir1 — fia
¢ 6Ax +b 4Ax ta 2Ax (7)

5fi,—2 + afz‘/—1 + fz, + Oéfi/+1 + Bfi,—i-Q =

10



onde as constantes 3, «, ¢,b e a sdo calculadas a partir da expansao em série de Taylor de (7).
Para um método de 10° ordem de precisao, foi mostrado em [1] que

1 17 101 1

=50~ 50" 100

1
o = 5,
Assim, primeiro é calculado o lado direito de (7) para cada i e entdo um sistema linear, cuja
solucao fornece f; em todo o dominio, é resolvido. No entanto, apesar de sua alta ordem de
resolucao, quando esse método se depara com descontinuidades, é possivel observar o fendémeno
de Gibbs devido a falta de dissipacdo numérica.

T T T T T T T T T

1.8 1

161 d

141 A

o o1 02 03 04 05 06 07 08
Figura 6: Exemplo do fendmeno de Gibbs.

Dessa maneira, uma viscosidade artificial deve ser adicionada nas regioes de gradientes
elevados para evitar oscilacoes numéricas.

2.3.4.2 Viscosidade Artificial Localizada

As equacgoes de Euler nao possuem termos viscosos e por isso é possivel ocorrer o fenomeno de
Gibbs em métodos numéricos centrados. Logo, uma viscosidade artificial adicionada somente
em regides de elevados gradientes foi proposta em [7]. Antes de apresenta-la, é necessério
analisar a equagao de Navier-Stokes 1-D com calores especificos constantes disposta abaixo.

) ( )
P pu
0 0
ot ) P +% pu?+P —1 (8)
E (E+P—T)u+q
\ / \ /

onde 7 = pu’ + (B — %/Lu’) é o tensor de viscosidade e ¢ é o vetor de fluxo de conducao de
calor. p e (8 representam a viscosidade dinamica e cinematica, respectivamente. Para um caso
adiabatico, uma comparagao entre (1) e (8) deixa claro que o termo dissipativo da equagao de
Navier-Stokes é 7.

Dessa forma, para se resolver as equacoes de Euler usando métodos Compactos, p e (8
deverao ser nao-nulos em regioes com descontinuidades e nulos em todas as outras. Isso é
obtido a partir de

11



K = Hartificial = C;nm ﬁ = Bartificial = CEW, Ty = AJCTJFQP’VTS’

onde C} e Cj sao constantes especificadas pelo usuario, V € um operador poliarmonico e f
simboliza um filtro Gaussiano calculado a partir de

3565 3091 1997 149 107

fi= Jit (ficr +fir) F == (fica+ figo) + == (fi—z+ fiys) +

© 103687 12690 25920 12960 m(f i—atfiva)

Esse procedimento é feito ap6s cada marcha completa no tempo. No entanto, para garantir
a estabilidade durante as sub-iteracoes do Runge-Kutta, um filtro compacto de oitava ordem é
usado a cada sub-iteracao. A expressao para tal esta disposta abaixo.

. . . . . b d
Bficotafiai+fitafii+8five = flfi+§(fi—1+fi+1)+g(fi—2+fi+2)+§(fi—3+fi+3)+§(fi—4+fi+4)

onde f é a variavel filtrada e

a = 0.66624, = (0.16688, a = 0.99965, g = (0.66652

Nl ®

C (&
5 = 0.16674, = 4e—5, 5= b6

2.3.5 Runge Kutta TVD

A derivada temporal em todos os casos simulados foi resolvida a partir de um esquema
Runge-Kutta TVD de 3° ordem, o qual foi escolhido devido a sua estabilidade e por ser am-
plamente empregado para resolucao de equacoes diferenciais hiperbolicas. A deducgao desse
método nao faz parte do escopo desse trabalho e sua expressao final, para um CFL=1 e uma
funcao f num instante n, esta disposta abaixo.

@ = an + ifu) + lAtL(fu))

4
1 2 2
I =S hat S o)+ 3ALfo)
0
L=

O passo no tempo At foi calculado a partir do parametro C'F'L, inserido pelo usuario, da
seguinte forma

A
At =CFL=" (Tubo de Choque de Sod)
Cleft
Az
At=CFL———— (Problema de Shu-Osher)
Uleft + Cleft
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3 Resultados e Discussao

Ao todo, foram feitas 6 simulagoes com parametros diferentes: 3 para o problema de Shu-
Osher, variando-se o refino da malha e 3 para o tubo de choque de Sod, variando-se a diferenca
entre as pressoes e densidades iniciais. Os resultados estao dispostos a seguir juntamente com
todos os inputs utilizados. Nas legendas, Roe equivale ao método de Roe, Weno a reconstrucao
WENO, Roe—W ao método de Roe com interpolagao WENO e Compacto ao método Compacto
com viscosidade artificial localizada. Os resultados abaixo fornecem as solucoes da densidade
(p), pressao (P), velocidade (u) e ntimero de Mach (M).

3.1 Tubo de Choque de Sod

Tubo de Choque de Sod, P_./P . 5

> left right =
0.55 0.55
— — - S. Analitica — — = S. Analitica
0.5 S — Roe 0.5 —— Roe-W

Weno Compacto

0.45 0.45

0.4 0.4
0.35 0.35
0.3 0.3
0.25 0.25

0.2 0.2

Tubo de Choque de Sod, Pleﬁ/Pright =5

0.55
— — = S. Analitica — — = S. Analitica
—— Roe 0.5 —— Roe-W
Weno Compacto
0.45
0.4

0.35

0.25

0.2
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— — — S. Analitica
—— Roe [7
Weno

— — — 8. Analitica

Weno

Figura 7: Resultados das simulagoes utilizando CFL = 0.5 para Roe,

para Compacto (C; =35 e C’é:()).

— — — S. Analitica
—— Roe 1
W
eno 0.9
0.8
0.7
0.6
Q

5

Tubo de Choque de Sod, P|eft/Pr‘\ght =

0.7 |- S. Analitica

— Roe-W
0.6 Compacto

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Tubo de Choque de Sod, P__/P

7 left right=5

— — —S. Analitica
— Roe-W
Compacto

Tubo de Choque de Sod, P__/P .

> left right =10

1.1

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

14

WENO, Roe-W e CFL = 0.01

— — - S. Analitica
— Roe-W
Compacto




Tubo de Choque de Sod

— — — 8. Analitica
—— Roe
Weno

Tubo de Choque de Sod

— — — S. Analitica
— Roe
Weno

Tubo de Choque de Sod

— — — 8. Analitica
— Roe
Weno

Figura 8: Resultados das simulagdes utilizando CFL = 0.5 para Roe, WENQO, Roe-W ¢ CFL = 0.01

para Compacto (Cﬁ =35¢ C’é:O).
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P_/P

T left 10

right =

— — - S. Analitica
— Roe-W
Compacto

P _./P. 10

— — — S. Analitica

P_/P

T left 10

right =

— — — S. Analitica
— Roe-W
Compacto



Tubo de Choque de Sod, P__/P .

left "~ right =20

— — — S. Analitica
— Roe-W
Compacto

— — — S. Analitica
—— Roe
Weno

Tubo de Choque de Sod, P /P

left " right 20

— — - S. Analitica — — - S. Analitica
— Roe — Roe-W
Weno Compacto

Tubo de Choque de Sod, P__/P 20

left " right

— — - S. Analitica — — — S. Analitica
Roe -
Weno Compacto
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Tubo de Choque de Sod, P /P

U left right=20

— — — S. Analitica B — — - S. Analitica
— Roe —— Roe-W
Weno : Compacto

Figura 9: Resultados das simulagoes utilizando CFL = 0.5 para Roe, WENO, Roe-W ¢ CFL = 0.01
para Compacto (Cf; =01 e CE:O).

Apos analisar os resultados das simulacgoes, percebeu-se que o método de Roe é o mais
barato computacionalmente, mas também é o mais dissipativo. Claramente sua aplicacao é
restrita a fendmenos com choques bastante elevados e malhas com certo grau de refinamento.
Além disso ele nao apresenta nenhum tipo de oscilagao numérica, sendo um método bastante
estavel. Outro ponto que vale a pena citar diz respeito a sua facilidade de implementacao
quando comparado aos outros métodos.

A reconstrucao WENO mostrou bons resultados em geral, o que era de se esperar para um
método construido especificamente para captura de choques. A ideia de rejeitar interpolacoes
cujo stencil possui descontinuidades se mostrou bastante eficiente. No entanto, um adendo deve
ser feito para os resultados utilizando Ratio = 20. Na regiao de transicao Mach = 1, ocorrem
pequenas oscilagoes numeéricas, o que pode ter como causa um dos autovalores do jacobiano
ser bem proximo de zero. Pela maneira como foi feita a separagao dos fluxos, nao ha nenhum
tipo de correcao para esse caso como é feita no método de Roe ou no método de Roe com
interpolacdo WENO. Dessa maneira, esse problema pode ser investigado com mais cuidado no
futuro, e uma corregao semelhante pode ser necessaria. De todos os métodos, esse foi o que
possuiu implementacao mais complicada.

O método de Roe com interpolacao WENO, proposto pelos autores desse trabalho, alcangou
resultados muito satisfatorios. De todos os métodos implementados, ele se mostrou o que
conseguiu capturar melhor os fendémenos do tubo de choque. Tanto para Ratio = 5 como para
Ratio = 20, as solucoes foram bem proximas da solucao analitica, com oscilacbes numéricas
muito ténues. Seus resultados foram uma surpresa, visto que seu custo computacional nao
possui diferencas perceptiveis daquele da reconstrucao WENO mas sua implementacao foi mais
simples.

O dltimo método a ser analisado é o Compacto com viscosidade artificial localizada. Para as
configuragoes Ratio = 5 e Ratio = 10, ele apresentou bons resultados para a onda de choque,
se assemelhando ao método de Roe com interpolacao WENO. No entanto, nas superficies de
contato e zonas de expansao o fendmeno de Gibbs ocorre. Isso se deve ao fato dessas regioes
nao apresentarem gradiente de velocidade, o que torna a viscosidade artificial nula. Logo, como
nao ha nenhum termo dissipativo no fluxo de densidade, oscilacbes numéricas surgirao. Ja
para o caso Ratio = 20, os resultados nao foram tao bons. Isso ocorreu pelo fato de que,
para continuar utilizando aquele C'F'L, menos viscosidade tinha que ser adicionada para que o
método continuasse estavel, o que acabou possibilitando o surgimento de oscilacdes numeéricas.
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Logo, duas importantes observagoes foram feitas: ¢ necessario algum tipo de dissipagao no fluxo
da densidade para situagoes onde ha descontinuidades sem gradientes de velocidade e para o
esquema de marcha no tempo utilizado, o método precisa de um C'F'L muito baixo para ser
estavel. Dessa maneira, futuramente podem ser investigados métodos de marcha no tempo mais
adequados afim de possibilitar o uso de um C'F'L mais alto e correcoes no fluxo de densidade
podem ser feitas, o que comecou a ser investigado em [12]. Caso o C'FL utilizado fosse igual
ao dos outros esquemas, o custo computacional desse método seria muito baixo. No final, esse
foi 0 método mais instavel mas também é aquele com mais possibilidades para melhorias.

3.2 Problema de Shu-Osher

Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos)

Referéncia Referéncia
Weno Weno
— — - Roe-W — — - Roe-W
— — - Compacto — — - Compacto
"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos)

— Referéncia ’ Referencia
Weno Weno
— — - Roe-W — — - Roe-W
— — - Compacto — — - Compacto
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
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Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 200 pontos)

—M/WW

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

0.4 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
X X

Figura 10: Resultados das simulacées utilizando CFL = 0.5 para Roe, WENQO, Roe-W e CFL = 0.1
para Compacto (Cf; =22 e Cg:O).

Problema de Shu-Osher (Malha com 400 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 400 pontos)

Referéncia Referéncia
Weno Weno
— — - Roe-W ) — — - Roe-W
— — - Compacto — — - Compacto
"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 04 045 05 055 06 065 07 075 08
X X
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Problema de Shu-Osher (Malha com 400 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 400 pontos)

Y

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

Referencia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

Problema de Shu-Osher (Malha com 400 pontos)

—M/WM

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

0.4 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
X X

Figura 11: Resultados das simulacées utilizando CFL = 0.5 para Roe, WENQO, Roe-W e CFL = 0.1
para Compacto (Cf; =22 e Cg:O).
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Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos)

\J

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos)

NN
\\l\\J \J \J’ \\

— Referéncia ’ Referencia
Weno Weno

— — - Roe-W — — - Roe-W

— — - Compacto — — - Compacto
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Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos) Problema de Shu-Osher (Malha com 1000 pontos)

— Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

— Referéncia
Weno

— — - Roe-W

— — - Compacto

0.4 045 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
X X

Figura 12: Resultados das simulacées utilizando CFL = 0.5 para Roe, WENQO, Roe-W e CFL = 0.1
para Compacto (Cf; =22 e Cg:O).

Nos resultados acima, as simulacoes para o método de Roe nao foram dispostas, visto
que devido a natureza excessivamente dissipativa do método, ele nao foi capaz de capturar as
oscilacoes em nenhuma das malhas utilizadas, tornanto seus resultados pouco pertinentes. Uma
solucao obtida com uma malha de 2000 pontos utilizando o método de Roe com interpolagao
WENO foi usada como referéncia. Na malha com 200 pontos, foi possivel perceber o poder
da alta ordem do método Compacto, pois com uma malha grosseira, seus resultados ficaram
bastantes proximos daqueles da referéncia, enquanto que os resultados da reconstrucao WENO
e do método de Roe com interpolacado WENO nao conseguiram uma boa resolugdo para as
oscilacoes de alta frequéncia. Contudo, o método de Roe com interpolacao WENO consegue
resolver as estruturas de menor frequéncia quase tao bem quanto o Compacto.

Para a malha de 400 pontos, o método de Roe com interpolacao WENO e o Compacto
fornecem resultados bem proximos da referéncia, enquanto que a reconstrucao WENO ainda nao
consegue resolver bem as oscilacoes de alta frequéncia. Por tltimo, foi feita uma simulagao com
uma malha de 1000 pontos, comprovando a equiparidade de resultados entre os métodos, com
excecao da reconstrugdo WENO, a qual nao conseguiu resolver as oscilagoes de alta frequéncia
mesmo com uma malha tao refinada.

Foram observados certos comportamentos semelhantes aqueles do tubo de choque de Sod.
O método Compacto necessitou de um C'FL muito menor do que aquele usado nos outros
esquemas, e ,além disso, existem oscilacoes puramente numéricas no comeco das estruturas
semelhantes a barbatanas e no comecgo das oscilagoes de alta frequéncia. Novamente, acredita-
se que isso se deve a um erro numeérico introduzido no comeco da simulagao devido a falta de
um componente dissipativo no fluxo da densidade.

4 Conclusoes

A proposta desse trabalho consiste em implementar métodos numeéricos capazes de resolver
problemas onde ha interagoes choque-turbuléncia, comuns em asas de aeronaves e bocais de
foguetes, afim de observar a validade de seus resultados. O método de Roe se mostrou barato,
estavel e de facil implementacao. Contudo, ele necessita de uma malha relativamente refinada e é
recomendado apenas para fendmenos governados marjoritariamente por descontinuidades. J4 a

22



reconstrucao WENO também é estavel, mas com uma implementacao relativamente complicada.
Ela é capaz de capturar tanto descontinuidades, como oscilagoes de baixa frequéncia, sendo
necessario um cuidado especial na separacao de fluxos em regides de Mach 1.

O método de Roe com interpolacao WENO proposto pelos autores desse trabalho se mostrou
bastante adequado para capturar tanto descontinuidades como oscilagoes de alta frequéncia,
desde que houvesse um refinamento minimo de malha. Por se tratar de uma abordagem desco-
nhecida, esperava-se que o método se comportasse de maneira mais instavel, o que nao ocorreu,
além de ter um custo computacional semelhante a reconstrucao WENO. Por ultimo, o método
Compacto com viscosidade artificial localizada, o qual forneceu resultados mistos. Seus resul-
tados mostraram que ele é capaz de capturar choques tao bem quanto o método de Roe com
interpolacao WENO, mas necessita de melhorias para capturar superficies de contato e outras
regioes com descontinuidades onde nao hé gradientes de velocidade. Além disso, ele se mostrou
um esquema relativamente instavel, fazendo com que fosse necessario valores de C'F' L muito
baixos. Outra desvantagem foi a necessidade dos parametros C, e Che, serem inseridos pelo
usuario. Contudo, acredita-se que suas principais desvantagens possam ser superadas com um
esquema de marcha no tempo mais estavel e termos adicionais de dissipagao, pois caso esse
método seja estavel com valores de C'F'L mais altos, seu custo computacional seria bastante
reduzido devido ao seu algoritmo e & possibilidade de se utilizar malhas menos refinadas.
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Perspectivas de continuidade dos trabalhos

Atualmente o orientando deste trabalho esta ingressando no mestrado na FEM (Faculdade
de Engenharia Mecanica) com intuito de continuar a simular problemas com descontinuidades,
nao necessariamente na area de mecanica dos fluidos, utilizando boa parte dos conhecimentos
adquiridos durante essa iniciacao cientifica.
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